﻿ Procese stochastice • Elementele caracteristice traficului au o evolutie in timp aleatoare – Exemplu 1: numarul canalelor ocupate intr-o legatura telefonica, la momentul t sau in momentul sosirii celui de-al n-lea client – Exemplu 2: numarul pachetelor in buferul unui multiplexor statistic la momentul t sau in momentul sosirii celui de-al n-lea client • Tipul de evolutie al acestor marimi impune o tratare probabilistica cu ajutorul asa-numitelor procese stochastice – La orice moment de timp t sau n sistemul poate fi descris printr-o variabila aleatoare – Deci procesul stochastic este o colectie de variabile aleatoare Procese stochastice • Definitie: Un proces stochastic ( real) este o()XXt I=∈ colectie de t variabile aleatoareX t – Luand valori intr-un set real S, si()tXSω∈ – Indexate de catre un parametru (index) real tI∈ • Procesele stochastice se mai numesc procese aleatoare sau simplu procese • Setul indexilor este numitspatiul parametrilor procesuluiIR⊂ • Setul de valori este numitspatiul starilor procesuluiSR⊂ • Nota: uneori se noteaza intreg procesul stochastic ( si nu o singuraX t variabila aleatoare la un moment de timp t ) Procese stochastice • Fiecare variabila aleatoare individuala realizeaza o corespondenta intreX t spatiul esantioanelorΩ si spatiul numerelor reale R: :, ()XR XΩ→ ω→ ω tt • Astfel procesul stochastic X , poate fi vazut ca realizand corespondenta intre I spatiul esantioanelorΩ si setul functiilor reale (cu ca argument)tI∈ R I :, ()XR XΩ→ω→ω • Fiecare esantion este asociat unei functii reale Functiaω∈ ()X ω Ω ()X ω este numita realizare ( sau traiectorie a procesului) Rezumat • Fiind date punctele esantion :ω∈ Ω () ( () )XXtIω=ω∈ t este o functie reala ( de )tI∈ • Fiind dat indexul timp, tI∈ (() )XX=ωω∈Ω tt Ω este o variabila aleatoare ( cu ω∈ ) • Fiind punctul esntion si indexul timp ,ω∈ Ω tI∈ ()X ω t este o valoare reala Exemple ∈ • Sa consideram procesul trafic pe o linie intre doi abonati( )tXXt T= telefonici intr-un anumit interval de timp : T – reprezinta numarul canalelor ocupate laX momentul t t • Punctele esantion ne dau informatii despre:ω∈ Ω – Care este numarul de canale ocupate la momentul 0,X 0 – Care sunt timpii de ocupare ramasi pentru apelurile care incep la mom 0 – La ce momente de timp sosesc noi apeluri – Care sunt timpii de ocupare ale acestor noi apeluri • Pe baza acestor informati este posibil a se construi realizarea a()Xω procesului trafic X – Intreg caracterul aleator al procesului este inclus in punctul esantionω – Fiind dat punctul esantion realizarea procesului este o functie de timp determinista Procesul trafic Clasificarea proceselor stocastice • Procesul stocastic = o familie de variabile aleatoare ce apartin unuiSX t spatiu si care sunt indexate dupa un parametrutI∈ • AnsamblurileS si T pot fi de tip discret sau continuu ceea ce conduce la a considera domeniile de definitie ale parametrilor ca in tabel continuudiscret T S proces discretlant discretdiscret proces continuulant continuucontinuu • Obs In acest curs ne vom ocupa de procese avand spatiul starilor S discret si parametrul t discret sau continuu Rezumat • Lant discret : – Exemplul1: numarul de canale ocupate pe o legatura telefonica la sosirea … celui de-al n-lea client, 1, 2,n= – Exemplul 2: numarul de pachete in buferul unui multiplexor statistic in … momentul sosirii celui de-al-n-lea client 1, 2,n= • Proces discret: – Exemplu 3: numarul canalelor ocupate intr-o legatura telefonica la momentul0t > – Exemplul 4: numarul pachetelor din buferul unui multiplexor statistic la momentul0t > Notatii • Pentru un lant discret: – Parametrul spatiului starilor este tipic un set de intregi pozitivi, {1, 2 , }I = … – Indexul t este adesea inlocuit de catre n: ,()XXω nn • Pentru un proces continuu: – Parametrul spatiului starilor este tipic fie un interval fie intervalul IT= valorilor reale pozitive[0, )I=∞ – In acest caz index-ul t este notat adesea : (), (; )Xt Xtω Distributii- Proces stocastic • Caracterizarea stocastica a unui proces stocastic X se realizeaza dand toate distributiile finite dimensional: {,,}PXx X x≤≤… 11nttn 1, 2n= … unde si,, , ,,ttIxxS∈∈ 11nn…… • In general, acest lucru nu e o sarcina usoara datorita dependentei intre variabilele aleatoare pentru diferite valori ale()Xt lui t • Pentru lanturile discrete este suficient a se considera probabilitati de forma: {,,}PX x X x==… 11nttn Dependente Cel mai simplu (dar nu interesant) exemplu de proces stocastic este acela in care toate variabilele aleatoare sunt independente intre ele In acest caz avem: {,,}{ }{ }PXx X x PXxPX x≤≤= ≤ ≤… 1111nnttnt tn Cel mai simplu exemplu il constituie procesul Markov discret In acest caz: {,, }PX x X x===… 11nttn {}{ }{ }PX x PX x X x PX x X x=⋅ = = = = − 121 1121 1nnttt tntn− • Aceasta relatie se bazeaza pe asa numita proprietate Markov: – Fiind data stare curenta a unui proces, starea lui viitoare nu depinde de trecut adica de modul in care procesul a ajuns in aceasta stare Stationaritate • Definitie: Procesul stocastic X este stationar daca toate distributiile finite dimensional sunt invariante la deplasarile in timp: {,,}{ }{ }PXxX xPXxPXx≤≤=≤≤… +Δ 1111nnttnttn+Δ pentru toate valorile si ,,xx… … 1n1,,, ,nnt tΔ • Consecinta: alegand se observa ca toate variabilele individuale X1n= t ale procesului stationar identic distribuite: {}()PX x Fx≤= t pentru toti Aceasta e numita distributia stationara a procesuluitI∈ Procese stocastice in teoria traficului • In cadrul cursului se vor utiliza numeroase procese stochastice pentru a descrie – Sosirea clientilor in cadrul sistemului (procesul de sosire) – Starea sistemului (procesul de stare) • Cel din urma este numit deasemenea procesul trafic Procesul de sosire •Un proces de sosire poate fi descris ca: (1,2,)nτ=… –Un proces punctualin care reprezinta timpul denτ n sosire al celui de-al-n-lea client (timp discret, stare continuu) • Proces crescatorτ≥ τ 1nn+ −τ • Tipic se presupune ca intervalele sunt IIDτ 1nn− • In acest caz e suficient a se specifica distributia timpilor intre sosiri • Timpii intersosiri IID implica Proces Poisson –Un proces de numararein care reprezinta(() 0)At t≥ ()At numarul de sosiri pana in momentul t (timp continuu, stare discreta) • Proces crescator pentru toti()()AtAt+ Δ≥ ,0tΔ≥ − • Cresteri de tip IID cu distributie Poisson deci()()AtAt+Δ Proces Poisson Procesul de stare • In cazurile simple – Starea sistemului este descrisa de un intreg • Numarul de pachete X(t) din sistem la momentul t – Aceasta conduce la un proces continuu in timp cu stari discrete • In cazurile mai complicate, – Starea procesului este descrisa de un vector de intregi ( sisteme cu pierderi si retelelor su asteptare) • In mod tipic ceea ce ne intereseaza este – Daca procesul de stare are o distributie stationara – Daca da care este aceea • Deasemenea se poate ca sistemul sa nu aibe o stare stationara la momentul 0 In cele mai multe cazuri distributia care descrie starea sistemului devine stationara pe masura ce t tinde la infinit Procese Bernoulli • Definitie: Procesul Bernoulli cu probabilitatea succesului p este o serie infinita de experimente aleatoare independente si identic distribuite de tip Bernoulli in care reusita (succesul) este cotat cu probabilitatea p • Procesul Bernoulli este de tipul lant discret (timp discret, stari discrete) – Spatiul parametrului:{1, 2 , }I= … – Spatiul starilor: {0,1}S= • Distributiile sunt finite din punct de vedere dimensional (nota: variabilele Xsunt n IDD: == = ==… 11 11{, }{}{ }nn nnPX x X x PX x PX x= n − 1iixnxxx− ∑∑ (1 ) (1 )iii ipp p p−= − ∏ 1i= • Procesul Bernoulli este un proces stationar ( distributia stationara: Bernoulli(p)) Procesul Poisson - Definitia 1 • Procesul Poisson este corespondentul in timp continuu al procesului Bernoulli: … – Este un proces punctual in care τ ne da momentul in care n(1,2,)nnτ= se produce al cel-de-al n-lea eveniment: (sosirea celui de-al-n-lea client) – Esecul in procesul Bernoulli reprezinta acum sosirea unui nou client • Definitia 1: Un proces punctual (1,2,)nτ= reprezinta un proces Poisson cu n… intensitatea daca probabilitatea ca sa existe un eveniment pe durata unuiλ interval scurt de timp este independenta de celelalte(, )tt h+ ()hohλ+ intervale de timp ()oh –reprezinta o fuctie definita astfel:()/ 0oh h cand h o→→ – Evenimentele noi se produc cu o intensitate constanta :λ (())/hoh hλ+→λ – Probabilitatea de a nu avea sosiri in intervalul este:(, )tt h+ 1()hoh−λ+ • Definit ca un proces punctual, procesul Poisson este proces discret … – Spatiul parametrului:{1, 2 , }I= – Spatiul starilor:(0, )S=∞ Procesul Poisson - Definitia 2 – τ−τ • Fie intervalul de timp intre doua evenimente :(0)τ= 01nn− – intrucat intensitatea de producere a evenimentului ramine constatnta ,λ incheierea intervalului intre- sosiri pe o durata , dupa ce a intarziat deja(, ]tt h+ t , nu depinde de t (sau de alte sosiri anterioare) – Deci, timpii inter-sosiri sunt independenti si in plus am proprietatea de a fi fara memorie Aceasta apartine insa doar distributiei exponentiale( in cazul distributiilor continuue in timp) … • Definitia 1: Un proces punctual (1,2,)nnτ= reprezinta un proces Poisson cu τ−τ intensitatea daca timpii inter-sosiri sunt descrisi de variabile aleatoareλ 1nn− IID cu distributia exponentiala ()Expλ Procesul Poisson- Alta definitie (1) • Sa consideram in final numarul evenimentelor : pe durata intervalului ()At – Intr-un proces Bernoulli, numarul de succese intr-un interval fix ar trebui sa respecte o distributie binomiala Intrucat intervalele de timp tind la 0, acestea respecta o distributie Poisson – Sa notam ca (0) 0A= •Definitia 3: Un proces de numarare este un(() 0)At t≥ proces Poisson de intensitate daca cresterile sale cu intervale disjuncte sunt independente siλ urmeaza o distributie Poisson: ()() ()At A t Poisson+Δ − λΔ∼ • Definit ca un proces de numarare, procesul Poisson este in timp continuu si are spatiul starilor discret ∞ – Spatiul parametrului: I= – Spatiul starilor: {0,1, 2, }S= … Procesul poisson- Alta definitie (2) • Pentru distributiile unidimensionale:() ( )At Poisson tλ ∼ 2 =λ –[()] , [()]EAt t D At t=λ • Pentru distributiile finite dimensional (datorita intervalelor disjuncte): ==−=−… 11 11 2 1 21{() , , ( )}{()}{() ()}nnP At x At x P At x P At At x x== −=− 11{( ) ( ) }nnnnPAt At x x−− • Definit ca un proces de numarare, procesul Poisson nu este stationar dar are cresteri stationare – Nu are o distributie stationara ci cresteri IID Trei moduri diferite de a caracteriza procesul Poisson • Toate cele trei definitii sunt echivalente ()eveniment cu prob h o hλ+ 1()lipsa unui eveniment cu prob h o h−λ + Proprietati (1) •Proprietatea (1): fie si doua procese Poisson1()At2()At independente cu intensitatile si Procesul suma este un procesλ 12λ 12() ()AtAt+ Poisson de intensitateλ+ 12λ • Demonstratie: fie un interval de timp scurt (t, t+h] – Probabilitatea ca sa nu avem evenimente in cazul superpozitiei este: λ+ −λ + =−λ+λ + 12 12(1 ( ))(1 ( )) 1 ( ) ( )hoh hoh hoh− – Pe de alta parte probabilitatea ca sa fie exact un singur eveniment este: + −λ + + −λ + λ + = 12 12( ( ))(1 ( )) (1 ( ))( ( ))hoh hoh hoh hohλ λ + 12()()hohλ+ Proprietati (2) • Proprietatea (2): (Esantionarea aleatoare) Fie un proces Poissonτ de n intensitate Sa notam cu procesul rezultat printr-o esantionareσ nλ aleatoare si independenta ( cu probabilitatea p ) a procesului Procesulτ nnσ este un proces Poisson de intensitate pλ • Demonstratie: fie un interval de timp scurt (t, t+h] – Probabilitatea ca sa nu avem evenimente dupa esantionarea aleatoare este: (1 ( )) (1 )( ( )) 1 ( )hoh p hoh phoh−λ + + − λ + = − λ + – Pe de alta parte probabilitatea ca sa fie exact un singur eveniment este: (()) ()p h oh p h ohλ+=λ+ Proprietati (3) • Proprietatea (2): (Sortarea aleatoare) (1) λ Fie un proces Poisson de intensitate Sa notam cu procesulτ nnσ rezultat printr-o sortare aleatoare si independenta ( cu probabilitatea p ) a (2) σ procesului Sa notam cu procesul rezultat pe baza punctelorτ nn ramase (2)(1) Procesele si sunt procese Poisson independente de intensitati:σ nnσ (1 )pλ− si pλ Proprietati (4) • Proprietatea (4): PASTA Fie un model de trafic simplu (si stabil) cu sosiri de tip Poisson Notam cu starea sistemului la momentul t ( proces de timp()Xt continuu ) si starea sistemului dupa sosirea celui de-al-n-lea client ( procesY n in timp discret) Distributia stationara a lui este aceeasi ca si distributia()Xt stationara a luiY n • Astfel se poate afirma ca: – Clientii care sosesc vad sistemul in starea stationara – “PASTA” = “Poisson arrivals See Time Averges” • Proprietatea PASTA este valida numai pentru sosiri Poisson – Si nu este valida pentru alt tip de sosiri 1λ Exemple (1) • Cererile de conectare sosesc la un server conform unui proces Poisson cu intensitatea cereri pe minut 5λ= – Care este probabilitatea ca exact 2 noi cereri sa soseasca in urmatoarele 30 secunde? • Numarul de noi sosiri pe un interval de timp sunt descrise de o distributie Poisson de parametru − λΔ∼ ()() ()A t A t Poisson+Δ 30 52 5λΔ = = 60 (30) () (2 5)At A t Poisson+−∼ i aa− {}PX i e== !i 2 2 52 5− {(30) ()2}0 257PAt At e+− == = 2! Exemple (2) • Cererile de conectare sposesc la un server conform unui proces Poisson cu intensitatea cereri pe minut 5λ= – O noua cerere de conectare tocmai a sosit la server Care este probabilitatea ca o noua cerere sa soseasca dupa mai mult de 30 secunde? • Consideram procesul ca unul punctual Timpul intersosiri urmeaza o distributie exponentiala de parametruλ x−λ {}1PXx e≤=− 30 5− 2 5− 60 τ−τ≥ =−τ−τ≤ = = = 11{ 30} 1 { 30} 0 082ii iiPPee++ • Daca consideram procesul ca un numarator problema se pune astfel: “Care este probabilitatea ca sa nu existe sosiri timp de 30 secunde? 0 2 52 5− { ( 30) ( ) 0} 0 082PAt At e+− == = 0!